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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 1

1. Se considera numarul real a>0 si functia f R >R, f(x)=eX-ax.

a) Sa se determine asimptota oblica la graficul functiei f catre —e.
b) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.
c) Sa se determine ae (0,0), stiind ca f(x)>1, Vxe R.

Inx
.

a) Si se arate ca functia F :(0,00) = R, F(x)=2/x(Inx—2), este o primitiva a functiei f.

2. Se considera functia f :(0,00) > R, f(X) =

b) Sa se arate ca orice primitiva G a functiei f este crescatoare pe [1,<>o) .
c) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse ntre graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii

1 .
X==si x=e.
e

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 2
1. Se considera sirul (a,) _,~datde & € (0,1) si a3 =a, (1—@), Vne N".

a) Sa se arate ca a, € (0,1), Vne N
b) Sa se demonstreze ca sirul (a, ) _,~ este strict descrescator.

c) S se arate ca sirul (b,) .+, datde by =a” +a,” +...+a,”, Vne N, este marginit superior de a.

2. Se considera functia f:R - R, f(x) = 5 ! .
X“+X+1
a) Sa se arate ca functia F:R — R, F(x) :%arctg [%) xe R, este o primitiva a functiei f.

b) Sa se calculeze aria suprafetei delimitate de dreptele x=0,x=1,0x si graficul functiei g:R >R,
g(x)=(2x+1) f(x).

n
c) Sa se calculeze lim L f(x)dx, unde ne N*,
N—oo *—N



5p
5p

5p

5p
Sp

5p

5p
5p

5p

5p
5p
Sp

http://www.pro-matematica.ro

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 3

1. Se consider functia f :(0,e0) 5 R, f (x)=18x?* —Inx.
a) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f.
b) Sa se determine a€ R pentru care f(x)>a, Vxe (0,c).

c) Sa se determine numarul de radacini reale ale ecuatiei f (x)=m, unde m este un parametru real.

2. Se considera functiile f;:R - R, f(x)= ,unde ae R.

|x—a|+3
a) Sa se arate ca, pentru orice a€ R, functia f, are primitive strict crescatoare pe R.

b) Sa se calculeze E f, (x)dx.

c) Sa se calculeze lim | f, (x)dx.
a—oo

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 4
2X+1

X2 (x+1)°
a) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.
b) Sa se demonstreze ca functia f nu are puncte de extrem local.

1. Se considera functia f :R\{-1,0} >R, f (x)=

2
c) Sa se calculeze lim (f (1)+ f (2)+ f (3)+..+ f(n))" ,unde ne N".
N—>co

S 2 X" *
2. Se considera sirul (In)neN* = 'ﬁ x”—+1dx’ neN .
a) Sa se calculeze 1;.
b) Sasearateca 1, <1, Vne N,

c) Sa se calculeze lim I, .
N—0oo
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta$

1. Se considera functia f :(0,00) > R, f (x)=Inx-

a) Sa se calculeze derivata functiei f.

b) Sa se determine punctele graficului functiei f Tn care tangenta la grafic este paralela cu dreapta de

ecuatie 9y =2x.

) Sa se arate cd, daca x >1, atunci Inx >

X+

2(x-1)
X+1

2(x-1)

T

http://www.pro-matematica.ro

2. Se considera functia f:(0,00) > R, f (x)=i2 sisirul (@)ps1,an =@+ f(2)+...+ f(n).
X

a) Sasearateca f (k+1)< [ f (x)dx< f (k) Vke (0,).

b) Sa se calculeze lim
N—oo

jnf(x)dx,neN.

c) Sa se arate ca sirul (a,),; este convergent.

SUBIECTUL I11 (30p) Varianta 6
1. Se considera functia f :(0,00) > R, f(x)= gxinx,
a) Sasearateca f’(x)=f(x)(1+Inx),vx>0.

b) Sa se determine valoarea minima a functiei f.

c) S se arate ca functia f este convexa pe (0,e0).

2. Se considera, pentru fiecare ne N*, functiile f,:(-1e) - R, f (x)=

2 3

0,(X) =1-X+X"=X"+..—X

a) Sa se calculeze ﬁgz(x)dx .

b) Sa se arate ca 0< ijn(x)dx < 5
n

c) Sa se calculeze lim
N—>c0

(

1

1 1

1—1+———+
3

4

+1

1 (x).

Vne N,

1 1

+
2n-1 2n

j,ne N.

1+

2n

X

si On ‘(L) >R,
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SUBIECTUL 111 (30p)  Varianta7
1. Se considera functia f :(0,00) > R, f(x)=Inx sisirul (x;) .~ X, =1+%+%+---+1—In n VneN".
n

a) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.

b) Sa se arate ca, pentru orice k>0, ﬁ< f(k+1)—f (k)<%.
+

c) Sa se arate ca sirul (x,) .~ este descrescator si are termenii pozitivi,
2X
(x+1)(x* +1)

F(x)=aln(x+1)+b In(x2 +1) +carctg x, unde a, b, ¢ sunt parametri reali.
a) Sa se determine a, b, ¢ astfel incat F sa fie o primitiva a functiei f .

2. Se considera functiile f:(-Le)—>R, f(x)= si Fi(-100) >R,

b) Sa se calculeze E f(x)dx.

c) Sa se studieze monotonia functiei F ,in cazul in care F este primitiva a functiei f .

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 8

1. Se considera functia f :R - R, f(x)=x+cosx sisirul (x,) _,% =0, Xp,q =f(X,), VneN.

neN"’
a) Sa se arate ca functia f este crescatoare pe R .

b) Sa se arate ca OSang, YneN.

< - - T
c) Sa se arate ca sirul (x,)_, este convergent la Ex

T

2 *
2. Se considera sirul de numere reale (In)neN , definit de 1, :g si = Io cos"xdx, ne N

a) Sa se calculeze I, .
b) Sa se arate ca sirul (1) _, este descrescator.

s y T
c) Sa se arate ca nlnln_lz? Vne N*.
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SUBIECTUL 111 (30p)  Varianta 9

1. Se considera functia f :R - R, f (x)=x-sinx.
a) Sa se arate ca functia f este crescitoare.

http://www.pro-matematica.ro

b) Admitem ca pentru fiecare ne N ecuatia f (x)=n are o solutie unica x, . Sa se arate ca sirul

(xn)neN* este nemarginit.

X . -
c) Sa se calculeze lim =", unde sirul (x, ) _, a fost definit la b).

n—e N

1

2. Fie functiile f,g,:[0,1) > R, f (x) =Ty
-X

1
a) S se calculeze [2(f(x)— g, (X))dx.
0

n

g, () =——, unde ne N".

1-x

1
b) Si se arate ca 0< Egn(x)dxszin,Vne N".

c) Sasearate ca lim (_+ +

N—co

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 10

a) Sa se calculeze 1;.
1 *
b) Sasearateca |, <——,Vne N .
n+1

c) Sa se calculeze lim I, .
N—oo

1 n
2. Se considera sirul (1 o=
( ”)nzl n 6'.1+X2n

+...+ ! ]—Inz
1.2 2.22 3.22 7 p.2n '

1. Se considera functia f :R - R, f (x)=xarctgx— In(1+ x2) .
a) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.
b) Sa se arate ca functia f' este marginita.
c) Sa se demonstreze ca f(x)>0,VxeR.

dx, Vne N,
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 11
Lo
+2

a) Sa se studieze derivabilitatea functiei f Tn punctul x, =0.
b) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f .

1. Se considera functia f :R—-{-2} >R, f(x)

c) Sa se determine numarul de radacini reale ale ecuatiei f (x)=m, unde m este un parametru real.

3
2. Se considera functiile f:R—>R,f(x)=sinx—x+% si g:(01] >R, g(x J‘ﬂdt

Se admite cunoscut faptul ca f (x)>0,Vx>0.

]
a) Sa se calculeze L f (x)dx .

b) Sa se arate ca functia g este strict descrescatoare.
c) Sa se arate ca lim g(x)>0,9.
x—0

x>0

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 12
In(x+1)

1. Se considera functia f :(0,00) >R, f (x)=

X
. 1.(1) 1.(1 1.(1 .
a) Sa se arate ca sirul (x unde x,=f(1)+=f| = |+=f| = |+...+— | — | este divergent.
5 530 () e = @031 ( oS3 D7) ’
b) Sa se calculeze lim f(x).
X—>c0
c) Sa se arate ca functia f este descrescatoare.
2. Se considera functia f :(Leo) >R, f ( je‘ttx‘ldt
a) Sa se calculeze f(2).
b) Sa se demonstreze relatia f (x) < 1, Vx>1.
X
c) Sa se demonstreze relatia f (x+1)=xf (x) —E,VX >1.
e
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 13
1. Se considera functia f:R —R, f (x)=3x>+3x* -4, Vxe R.
a) Sa se determine asimptota oblica a graficului functiei f spre e .
b) Sasearatecd f%(x)f'(x)=x*+2x, Vxe R—{-2,1}.
c) Sa se determine derivatele laterale ale functiei f Tn punctul x, =-2.

3

X
2. Pentru ne N se considera functia F, :(0,%) — R, F, (x)= It”e‘tdt, x>0.
0
a) Sa se calculeze F(x),x>0.

b) Sa se determine punctele de inflexiune ale graficului functiei F,.
c) Sa se calculeze lim F,(X) .
X—>o0

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 14
1. Pentru ne N*,n >3 se considera functia fo:R >R, f,(x)=sin" x si se noteaza cu x, abscisa

punctului de inflexiune din intervalul (Ogj , al graficului functiei f,,.

a) Sasearate ci f,(x)=n(n-1)sin"?x—-n?sin"x, Vne N*,n>3 si xe R.
< . n-1
b) Sa se arate ca sinx, =,/]——, n=3.
n
c) Sa se calculeze lim f,(x,).
N—c0
: - x* —3x+a x? +ax+5
2. Se considerd ae R si functiile f,F:R—>R, f(x)= F(x)=

(x2 +1)\/x2 +1 VX2 +1
a) Sa se arate ca functia F este o primitiva a functiei f .

b) Pentru a =2, sa se determine aria suprafetei plane cuprinsa ntre graficul functiei f, axa Ox si
dreptele x=1 si x=2.

2 0
c) Sa se determine a astfel incat J;) F(x)dx — Lz F(x)dx=2.
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SUBIECTUL 111 (30p) Yarianta 15
1. Pentru fiecare ne N, n>3, se considera functia f,:[0,0) > R, f,(x)= X" —nx+1.
a) Sasearate ca f,, este strict descrescatoare pe [0;1] si strict crescatoare pe [1;ec).

c) Sa se calculeze lim a,, unde a, s-a definit la punctul b).
N—oo

1 1 n
. . 1 . X *
2. Se considera sirul (I ,unde lg= |——dx si |I,=|——dx, neN .
(e 0 Jx2+1 " Jx2+1

< < r
a) Sa se arate ca | =7

1
b) Sa searateca |,, =———
) 2n n

1—|2n_2,vne N,nZZ

c) Sa se arate ca lim 1—£+1—1+...+(—1)n_1 ! =1y.
N—oo 3 5 7 2n-1

SUBIECTUL |11 (30p) Varianta 16
: : x2sin—, xe R\{0}
1. Se considera functia f :R >R, f(x)= X2 :
0 ,x=0
a) Sa se arate ca functia f este derivabila pe R.

b) Sa se calculeze lim f'(x).
X—>o0

) Sa se demonstreze ca functia f este marginita pe R .
2. Pentru fiecare ne N” se considera functia f,:[0,1] =R, f,(x)=@1-x)".

a) Sa se calculeze j; fo(x)dx .

b) Sa se arate ca ijfn(x)dx N S ,oricare ar fi ne N*.
(n+1)(n+2)

3 ol (X
c) Sa se calculeze lim f f,| — [dx.
N—oo 0 n
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 17

X.° +3X

1. Se considera sirul (x, ) .+ unde x € (0,1) si X,y = N VneN.

a) Sa se arate ¢i x, € (0,1), Vne N,
b) Sa se arate ca sirul (x,) .~ este convergent.

. o X 9
c) Sasearateca lim 02 ==

noe X, 16

2. Se considera o functie f :R — R, cu proprietatea ca xf (x) =sinx, Vxe R.

a) Sa se calculeze Exz f (x)dx.

b) Sa se arate ca functia f este integrabila pe intervalul [0%} .

T
c) S se arate ca P f (x)dx <cosl.
1

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 18

http://www.pro-matematica.ro

1. Se considera functia f :[0,00) —[0,0), f (X) =% st sirul (X, ) ey datde x5 =2, X1 = f(X,),Vne N.

a) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.
b) Sa se arate ca sirul (X,),cp . are limita 1.

c) Sa se arate ca sirul (y,)nn datde y, =Xy + X + X, +...+ X, —n, este convergent.

2. Se considera functiile f :R —> R, f(x)=1+cosx si F:R >R, F(x):xLXf(t)dt.

a) Sa se calculeze E f (x)dx.

b) Sa se arate ca F este functie para.
c) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei F .



Sp
5p

5p
5p

5p

5p
5p
5p

5p

5p

5p

http://www.pro-matematica.ro

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 19

1. Se considera functia f:(-2,2) >R, f(x)= In%.

a) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.
b) Sa se determine punctele de inflexiune ale graficului functiei f.

. 1
c) Sa se calculeze lim x2 f (—) unde a este un numar real.
X—yo0 X

—x3+2x? -5x+8

2. Se considera functia f 1R > R, f(x) = , Vxe R.

X2 +4
a) Sa se calculeze _E f (x)dx.

b) Sa se calculeze f(x + f(xX)— 2)2 dx.

c) Stiind ca functia f este bijectiva, sa se calculeze .[2 f‘l(x)dx.
4

5

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 20

1. Se considera functia f :R — R, f(x)=2e* +3x% - 2x+5.

a) Sa se demonstreze ca functia f este strict crescatoare pe [O,oo) :
b) Sa se arate ca functia f nu este surjectiva .

c) Sa se calculeze lim f (X)
X—o0 f(X)

1

2. Se considera functia f :{0,00) > R, f(t)=————.
[0:) A+t2)1+t)

a) Sa se calculeze j;(t3 +1) f (t)dt .

b) Sa se arate ca jl f(t)dt= f;tSf (t)dt, ¥x>0.
1

X

c) Sa se calculeze lim IX f(t)dt.
X—o0 ¥1

X
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 21
1. Se considera functia f :R >R, f(x)=(Xx-D)(x=3)(X-5)(x-7).

f(x).

a) Sa se calculeze lim 2

X—oo X

x|~

b) Sa se calculeze lim f(x)*.
X—>00

c) Sa se arate ca ecuatia f’(x)=0 are exact trei radacini reale.
: - 1 *
2. Se considera functiile f,:R - R, f,(x) =——— heN.

n -i-X2

a) Sa se calculeze aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f;, axele de coordonate si dreapta x=1.

b) S se calculeze ij( fl(x))2 dx.

c)Sasearateca limn(f,@)+ f,(2)+ f,3)+...+ f,(n))=
N—c0

~[3a

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 22
X

x*+3

1. Se considera functia f :R >R, f(x)=

a) Sa se calculeze f’(x),xe R.

b) Sa se determine multimea valorilor functiei f.

c) Sa se arate ca | f (x)— f (y)|<|x—y|, VX, ye R,
2. Se considera functia f:R >R, f(X)=x>—3x+2.
09 g
2x-1
x? —13

f(x)

2
¢) Sa se determine punctele de extrem ale functiei g: R — R, g(x) = J; f (t)e'dt .

a) Sa se calculeze

dx.

b) Sa se calculeze fl
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 23
1. Se considera functia f :R >R, f(x)=x°+x+1.

http://www.pro-matematica.ro

a) Sa se arate ca, pentru orice ne N, ecuatia f (x)= 3+—1 are o unica solutie x,e R.
n+

, : - 1
b) Sd se arate cd lim x, =1, unde X, este solutia reala a ecuatiei f(x)=3+—1, ne N.
n+

N—>c0

. . . . 1
c) Sa se determine lim n(x, —1), unde x, este solutia reala a ecuatiei f(x)=3+—1, neN.
n+

N—0c0

2. Se considera functia f :[0,.0) > R, f(x)= Igil_Td
+

a) Sa se arate ca Eﬁdt =In(l+a),vVa>-1.
+

b) Sa se arate ca f (x)<In(l+x),Vx>0.
c) Sasearateca f(m)> f(2m).

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 24

1. Se considera functia f :R > R, f(x)=x-sinx.

a) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare.
b) Sa se arate ca graficul functiei nu are asimptote.
c) Sa se arate ca functia g: R — R, g(x)=3/f(x) este derivabili pe R .
X _e—2x
2. Se considera functia f :[0,.0) 5> R, f (x)= — x>0
1 , Xx=0

a) Sa se arate ca functia f are primitive pe [0,c).

b) Sa se calculeze .ﬁ xf(x)dx.

¢) Folosind eventual inegalitatea e* > x+1, Vxe R, si se arate cd 0< j: f

(t)dt <1, vx>0.



5p
5p
5p

5p
Sp

5p

5p
5p
5p

5p

5p

op

http://www.pro-matematica.ro

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 25
1. Se considera functia f :(0,00) > R, f (x) :%m? X.

a) Sa se arate ca functia este convexa pe intervalul (0,e].
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei.

C) Sa se arate ca sirul (a,),3, dat de a, :In?SJrInT4+In?5+m+m_n_ f (n), este descrescator.
- n

2. Se considera functia f [Og} >R, f(x)=cosx.

a) Sa se calculeze aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f si axele de coordonate.
b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f n jurul axei Ox .

o i1 (1112 (2)(2)

SUBIECTUL |11 (30pYarianta 26
1. Fie functia f :R — R, f (x)=arctg x —arcctg x.
a) Sa se determine asimptota la graficul functiei f spre +co.
b) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe R.
c) Sa se arate ca sirul (x,) .., datde x,,; = f (x,), Vne N" si x =0, este convergent.

2. Fie functia f :[-1,1] >R, f(x)=arcsinx.
a) Sa se arate ca functia g:[-1,1] —» R, g(x) = xf (x) are primitive, iar acestea sunt crescitoare.
1

b) Sa se calculeze [ f (x)dx.
0

1
c) Sa se arate ca onf (x) dxs% .
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SUBIECTUL 111 (30p)Varianta 27
1. Fie functia f :[-1,1] >R, f(x)=(x—21)arcsinx.
a) Sa se calculeze lim ];_(X) .
x—0 x° —x
b) Sa se determine punctele n care functia f nu este derivabila.
c) Sa se arate ca functia f este convexa.

2. Se considera functiile f:R >R, f(x)=1+x+x*+x>+x*si F:IR>R, F(x)= .[())( f (t)dt.
a) Sa se arate ca functia F este strict crescatoare pe R.

b) Sa se arate ca functia F este bijectiva.
c) Sa se calculeze f;F “(x)dx, unde F* este inversa functiei F si a=1+ % +%+ % + %

SUBIECTUL |11 (30p)Yarianta 28
1. Fie functia f :[0,3] > R, f(x)={x}(1—{x}),unde {x] este partea fractionara a numarului x.

a) Sa se calculeze lim f (x).
x—1
x<1

b) Sa se determine domeniul de continuitate al functiei f.
c) Sa se determine punctele n care functia f nu este derivabila .

2. Se considera functiile f:R >R, f(x)= si F1[0,+0) >R, F(x)= I;(f(t)dt.

2-sinx
T

2
a) Sa se calculeze Jo f (x)cosxdx.

b) Sa se demonstreze ca functia F este strict crescatoare.

c) Sa se determine lim F(x).
X—>o0
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 29
1. Se considerd ne N” si functiile f,,g,:R—R, f,()=1-Xx+x*—x+..— X", g, (X) =X

a) Sa se verifice ca f,(x)= 9n() _ 0 (¥) Vxe R\{-1}.

X+1  (x+1)?

b) S se calculeze lim f,’ (%)

N—so0

c) Sa se demonstreze ca f,, are exact un punct de extrem local.

n

+ X

a) Sa se calculeze 1,.

b) Sa se demonstreze ca sirul (1) .+ este strict descrescator.

c) Sa se calculeze lim I,.
N—c0

SUBIECTUL 111 (3op)w

3

a) Sa se determine lim f (x).
X—>—o00

b) Sa se calculeze derivata a doua a functiei f.
c) Sa se demonstreze ca f (x)<0, Vx>0.

2. Fie functia f :R—> R, f(x)= 1+X2 :

1+ X

b) Si se calculeze ﬁ f (x)dx.

c) Sa se arate ca sirul (a,) -, definitde a,=

n

k=1

n+k

n%+k?

2

1. Se consideri functia f :R - R, f(x)=x —% —sinx.

http://www.pro-matematica.ro

2. Se considera sirul (1,) . definitprin 1,= I(l)lx—3dx, Vne N".

a) Sa se arate cd functia F:R > R, F(x)= arctgx+%|n (x2+1) este o primitiva a functiei f.

Vne N*, este convergent.
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SUBIECTUL I11 (30p) Y2rianta 31

1. Se consider functia f :R — R, f (x)=1/|x*—x]|.
a) Sa se arate ca graficul functiei f admite asimptota spre —oo.
b) Sa se determine domeniul de derivabilitate al functiei f.

c) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.
n

2. Se considera sirul (1,) . datde I, = Ji;(—ldx, Vne N".
X+

a) Sa se calculeze I,.
- 1 .
b) Sa se verifice ca In+2+ln=—1,Vne N*,
n+

c) Sa se calculeze limnl,,.
N—oo

SUBIECTUL I11 (30p) Y2rianta 32

1. Se considera functia f :R — R, f (x)=arctg(x+2)—arctgx.
a) Sa se calculeze f’(x), xe R.

b) Sa se demonstreze ca 0< f (x)<—, Vxe R.

T
2
c) Sa se demonstreze ca functia g:R — R, g(x) = f(x)+arctg

3

http://www.pro-matematica.ro

(x+1

este constanta.

2. Se consideri functiile f :R - R, f(x):x?—x+arctgx si g:R—> R, g(x)=arctgx.

Mdx.

2
a) Sa se calculeze Jl
X

b) S se determine lim 3 j: f (t)dt.

X—>eo )(3

c) Sa se calculeze aria suprafetei cuprinse intre graficele celor doua functii si dreptele x=0 si x=1.
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 33

1 1

http://www.pro-matematica.ro

+

NN

1. Fie functia f:(0,+e) >R, f (X):% si sirul (a,)p1, @

a) Sa se arate cd functia f” este strict crescatoare pe intervalul (0, + ).

1 1

b) Sa se demonstreze ca __ <= Vke N*,

2k +)vk+1  Vk  Jk+1 2k\/_

c) Sa se demonstreze ca sirul (a,),s; este convergent.

2. Se considera functiile f,:[0,+) >R, f,( J' t"arctgtdt, Vne N,

2

a) Sasearate ci f;(x)= 1arctgx—g, Vx>0.

L
n+1

c) S se calculeze lim nf, (1).
N—oc0

b) Sa arate ca f, (1)< ,Vn>1.

SUBIECTUL 111 (3op)w

X+1

an=l+%+...+1—ln(n+%j, Vnhe N,
n

S5p | a) Sase demonstreze ca functia f este strict crescatoare pe intervalul (0, +00).

5p | b)Sasearateca f(x)<0, Vxe (0,+eo).
5p | ) Sasedemonstreze ca sirul (a,) . este strict descrescator.

5p | @) Sase calculeze derivata functiei f;.
5
P b) Sa se calculeze fl(%j.

5p | c) S se determine lim f,(x).
x<1

sf

2. Se considera functiile f,:[0,1] >R, f( jt” arcsintdt, Vne N*.

(

,Vne N*.

1. Se considera functia f :(0,+e) >R, f(x):i—ln(x+gj+ln(x+%j sisirul (an) e
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SUBIECTUL I11 (30p)
1. Fie functia f :R\{/3} >R, f(x) =

http://www.pro-matematica.ro

SUBIECTUL 111 (30p) 2rianta3s

1. Se considerd functia f :R >R, f(x)=x—In(e*+1).
a) Sa se arate ca functia f’ este strict descrescitoare pe R.
b) Sa se arate ca lim x*f (x) =0,Vae R.

X—>o0
c) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.

. - 2 ES
2. Fiesirul (1,) - datde I, = J.o (2x—x?)"dx, Vne N*.
a) Sa se calculeze ;.

b) Sa se demonstreze ca (2n+1)1, =2nl,;,Vne N",n>2.
c) Sa se arate ca sirul (1,) - tinde descrescator catre 0.

Varianta 36

xv/3+1
V3-x
a) Sa se demonstreze ci functia f este strict crescatoare pe (—eo,~/3) si pe (+/3,0).
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.

si sirul (a, ), definitprin a, =2, a,,; = f(a,),Vne N,

c) Sa se demonstreze ca sirul (a,) . nu este convergent.

neN

2. Se considera functiile f :R - R, f(x) —e siF:R>R, F(x)= J'lx f (t)dt.

a) Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei F.

b) Si se calculeze J'cl) xf (x) dx.

1
c) Sa se calculeze Jo F(x) dx.
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SUBIECTUL I11 (30p) Y2rianta 37

1. Se considera functia f :R - R, f(x)=x"—3x+3arctgx.
a) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe R.
b) Sa se arate ca functia f este bijectiva.

3

. . f(x . S
c) Sa se determine ae R pentru care lim % exista, este finita si nenula.
X—e0 X

2. Se considera sirul (1), datde I, = f)x”ex dx,Vne N".

a) Sa se calculeze 1.
b) Sa se demonstreze ca sirul (I,,),>; este convergent.

c) Sa se calculeze lim nl,,.
N—co

SUBIECTUL I11 (30p) Y2rianta 38

1. Se considera functia f :R — R, f(x)=2x+In(x*+x+1).
a) Sa se demonstreze ca functia f este strict crescatoare.
b) Sa se demonstreze ca functia f este bijectiva.
c) Sa se arate ca graficul functiei f nu are asimptota oblica spre +eco.

2. Se considera functia f:R—R, f(x)={x}(1-{x}), unde {x} este partea fractionara a
numarului real x .

5 1
a) Sa se calculeze jo f(x)dx.
b) Sa se demonstreze ca functia f admite primitive pe R.

. . ra+l .
c) Sa se arate ca valoarea integralei ja f (x)dx nu depinde de numarul real a.
a
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SUBIECTUL I11 (30p) Y2rianta 39

1. Se considera functia f :(0,00) - R, f(x)=xInx.
a) Sa se studieze monotonia functiei f.
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f.

c) Sa se demonstreze ca orice sir (X, )y CU proprietatea x, e (0,1), X1 = e’ () este
convergent.
2. Se considera sirul (1,) . definit prin I,= le—ndx, VneN".
neN " Jo4x+5

a) Sa se calculeze I, .

. - e 1 .
b) Sa se arate ca sirul (1), - Verifica relatia 4In+1+5ln_m,VneN .

c) Sa se determine lim nl,.
N—c0

SUBIECTUL 111 (30p) ¥2rianta 40

1. Se considera functia f:R — R, f(x)=4/x"+2—x*+1.

a) Sa se demonstreze ca functia f este strict crescatoare pe intervalul (—e,0].
b) Sa se arate ca graficul functiei f are exact doua puncte de inflexiune.
c) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul functiei f spre —eo.

2. Se considera functiile F,:R >R, F,(x)= j;tsin”tdt, Vne N
a) Sa se calculeze Fy(m).

b) Sa se demonstreze ca F,,; (1)< F, (1), Vne N,

c) Sa se calculeze lim F(1).
N—0c0
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1. Se considera functia f :(0, +o)—

http://www.pro-matematica.ro

(=o=,0), f(x)=In(1+x)-x.

a) Sa se demonstreze cd functia f este strict descrescatoare pe intervalul (0, +eoo).
b) Sa se arate ca functia f este surjectiva.

c) Sa se arate ca graficul functiei f

nu admite asimptote.

2. Fie functia f :R - R, f (x)=arctgx.

a) Sa se calculeze J'l f (x)dx.

b) Sa se arate ca I|m jf(lnt)dt_

c) Sa se calculeze lim — [ ( j

n—e N

SUBIECTUL 111 (30p) ¥ 2rianta 42

1. Fiefunctia f:R— R, f(x)=xarctgx sisirul (x,) - definitde x=1, x,,3= (%,

(o)

a) Sa se demonstreze ca functia f” este strict crescatoare pe R.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul functiei f spre —eo.

c) Sa se arate ca sirul (x,) .« este

n)neN

2. Fiesirul (1) _+» definitprin 1, =

a) Sa se calculeze I,.

c) Sa se calculeze lim I,.
N—co

convergent.

J'i(x —x*)"dx, Vne N*.

b) Sa se demonstreze ca |,= N lh1, VneN,n>2.
An+2

), Vne N".
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SUBIECTUL 111 (3op)w

1. Se considerd functia f :R >R, f(x)=x+e".

a) Sa se demonstreze ca functia f este strict crescatoare pe intervalul [0, + o).

b) Sa se arate ca functia f admite exact un punct de extrem local.

c) Sa se determine numarul de solutii reale ale ecuatiei f (x)=m, unde m este un numar real
oarecare.

. . T tgx 1 . T tgx 1
2. Fie functiile f:|0,= |> R, f(x)= ——dt si g:(O,—)eR, g(x)= ———dt.
( 2) =1, 1+t? 2 (=1, t(L+t?)

a) Sa se calculeze f (g}
b) Sa se calculeze f’(x), xe (0, g]

c) Sasearateca f(x)+g(x)=0, Vxe (0, gj

SUBIECTUL 111 (30p) ¥ 2rianta 44

ax+b

X+ x+1
a) Sa se calculeze f’(x), Vxe R.

b) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe R daca si numai daca a=2b>0.
c) Pentru a=2 si b=1, sa se determine multimea valorilor functiei f.

2. Fie functia f:[-11] >R, f(x)= j;(earcsintdtl

1. Se consideri functia f:R >R, f(x)= a,be R.

a) Sa se arate ca functia f este strict monotona.
b) S se arate ¢ f (x) = jerS'nXe tcostdt, Vxe [-1,1] .

c) Sa se determine f (1) .
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SUBIECTUL 111 (30P)M

_x2+ax+5

—, a
Y+l
a) Sa se calculeze f’(x), Vxe R.

b) Stiind ca a=0, sa se determine ecuatia asimptotei spre +< la graficul functiei f .
c) Sa se determine toate numerele reale a astfel incéat functia f sa aiba trei puncte de extrem local.

2. Fiefunctia f:[-11] >R, f(x)=v1-x%.

2
a) Sa se calculeze le 1—x2dx.

1. Se considera functia f :R - R, f(X) e R.

b) Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f Tn jurul axei OXx.

. A
c) Sa se calculeze lim jox”f (x)dx.
n—eo

SUBIECTUL 111 (30p) ¥ 2rianta 46

=

1. Se considera functia f :R - R, f(x)="—
e

a) Sa se arate ca f nu este derivabila Tn punctul x; =1.
b) Sa se determine numarul solutiilor reale ale ecuatiei f (x)=m, unde m este un parametru real.

c) Sa se calculeze lim (f (1)+f(2)+f(3)+..+ f(n)).
N—oo
2. Se considera functia f :[0,%}%1&, f(x)=x%sinx.

. oA . T
a) Sa se arate ca exista numerele reale a, b, c astfel incat functia F :[O,E} ->R,

F(x)= (a\x2 +b)cosx+cxsin x sa fie o primitiva a functiei f.

f (ijdx .
2X

c) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse Tntre graficul functiei f si graficul functiei g [0%} - R,

b) Sa se calculeze

NPy D

g(x)=mx—x%.
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SUBIECTUL 111 (3op)w

1. Se considera functia f :R\{1, -1} > R, f(x)=arctg

x2-1
a) Sa se calculeze lim f (x).
X—1
x>1
b) Sa se arate ca graficul functiei f admite asimptota spre +eo.
c) Sa se demonstreze ca functia f admite un singur punct de extrem local.
2. Se considera functia f:R > R, f (x) = cosx—l+%x2.
T

2
a) Sa se calculeze [ f (x)dx.

b) S se determine lim 2_[ f (t)dt.

X—oo X

c) Sa se demonstreze ca jocos(xz)dx > %

SUBIECTUL Il (3op)w

1. Se considera functia f :R - R, f(x) :arcsin(1 2X2 j
+X

a) Sa se calculeze lim f(x).
X—>+00

b) Sa se determine domeniul de derivabilitate al functiei f.
c) Sa se demonstreze ca functia f are doua puncte de extrem.

n
2. Fie functia f :[0,1] >R, f(x)=+1- 2 si sirul (a Nt A= 22 n’-k?, Vne N",

a) Sa se calculeze JZ x f (x)dx.

b) Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f Tn jurul axei OXx.
c) Sa se demonstreze ca sirul (a,) - este convergent.
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SUBIECTUL 111 (30P)M

4-3x2
X

a) Sa se demonstreze ca graficul functiei f admite asimptota spre +oo.
b) Sa se determine multimea valorilor functiei f.

1. Se considera functia f :[1,+) >R, f(x)=

c) Sa se determine domeniul de derivabilitate al functiei g :[2,e0) — R, g(x) =arccos f (X).

. . 1
2. Se considera functiile f:[L2] >R, f(X)=——
xVxZ +1

a) Sa se arate ca functia F este o primitiva a functiei f.

si F:[12] >R, F(x)=In

VxZ 411

X

b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f in jurul axei Ox.
c) Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre dreptele de ecuatii x=1 si x =2, graficul functiei

F si axa Ox.

SUBIECTUL I11 (30p) Y2rianta.S0

1. Se considera functia f :R* >R, f(x)= x-sin™.
X

a) Sa se calculeze lim f (x).
x—0

b) Sa se calculeze f’(x), xe R".
c) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul functiei f catre +co.

1 \
oy |n=L1(1—x2)”dx, Vne N*,

a) Sa se calculeze 1,.

2. Fiesirul (1),

2n+2 "
b) Sa se demonstrezeca |,.,=——1,,, Vne N".
) M ony3 "

k ~k
n(-1)°C
definit prin a, = Z()—”

c) Sa se demonstreze ca sirul (a,)
oo 2k+1

neN®’

,Vne N*, are limita 0.



Sp
5p

5p

5p

5p
5p

http://www.pro-matematica.ro

Varianta 51
SUBIECTUL I11 (30p)
2 —
1. Se considera functia f :[1,00) >[L o), f(x) _Xoxal
X
5p | a) Sase calculeze lim (x— f(x))".
X—>o0
5p | b) Sase arate ca functia f este strict crescatoare.
5p | c) Sase arate ca functia f este bijectiva.
. . . ax+b, x<1
2. Fie a,be R sifunctia F:R >R, F(x)= ) :
In“x+1 x>1
5p | a) Sase determine numerele reale a si b astfel incat functia F sa fie primitiva unei functii f.
1
b) Sa se calculeze | ————dx
5p | P) -Ex F(x)

5p | c) Sase arate ca, pentru functia h:[1 ] - R, h(x) =(F(x)-1)sinx, are loc relatia fh(x)h”(x) dx <0.

Varianta 52
SUBIECTUL 111 (30p)

T
xsin—, xe (0,
1. Se considera functia f:[0,1] >R, f(x)= X e ( ]
0, x=0
a) Sa se arate ca functia f este continua pe [0,1].
b) Sa se determine domeniul de derivabilitate al functiei f.

C) Sa se arate cd, daca ne N", atunci ecuatia f(x) ~cos” are cel putin o solutie n intervalul (Llij
X n+1'n
2. Fie functiile f:[0,1] >R, f(x):ln(1+ x2) si 9:[0,1] >R, g(x)=xarctgx .
4
a) Sa se calculeze Io f (Vx)dx.

b) Si se calculeze jcl) g(x)dx.

c) Sa se calculeze aria suprafetei plane marginita de graficele functiilor f si g si de dreptele de ecuatii
x=0si x=1.
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Varianta 53
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera functia f :R — R, f(x)=x>-3x si un numar real m din intervalul (=2, ).
a) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.
b) Sa se demonstreze ca ecuatia x® —3x =m are solutie unica in multimea (1,).

c) Sa se determine numarul punctelor de inflexiune ale graficului functiei g:R > R, g(x) = f 2(x) :
xe*, x<0

sinx, x>0
a) Sase arate ca functia f admite primitive pe R .

2. Fiefunctia f :R > R, f(x):{

b) Sa se determine primitiva F a functiei f care are proprietatea F (0)=-1.

[ f(tat
c) Sase calculeze Iirrg 0
X—> X

x>0

2

Varianta 54
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considerd functia f :R >R, f(x)=e*-x.

a) Sa se determine punctul in care tangenta la graficul functiei f este paralela cu prima bisectoare.
b) Sa se arate ca valoarea minima a functiei f este 1.

c) Sa se arate ca functia g: R - R, g(x)=4/f (x)—1 nu este derivabilain x, =0.

2 X1
2. Se considera functiile f :(Le) >R, f(x)= J:zt—ldt si g:(Leo) > R,g(x)= En 3 +/3e' +1dt.
t —

a) Sa se calculeze f(3).

5 S 2x?
b) Sa se arate ca g'(x)=— .
X —

c) Sasearate ca g(x)=2f(x), Vxe (1).

, Vxe (L).
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Varianta 55
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se consider functia f:R - R, f(x)=3x®-3x+2.
f(x)

a) Sa se calculeze lim——=.
x—=1 X =1

b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.
c) Sa se determine domeniul de derivabilitate al functiei f.
1

x(x+1)(x+2)
a) Sa se determine o primitiva a functiei f.

2. Fie functia f :[Leo) >R, f(x)=

b) Sa se demonstreze ca LX f(t)dt< XT_:L,VXE [1,00).

X2

1
¢) Si se calculeze dx .
) I°1+ x®
Varianta 56
SUBIECTUL 111 (30p)
1. Se considera functia f :R\{—ﬂ —R, f(x)= 2X+5.
3 3x+4

a) Sa se determine asimptota la graficul functiei f spre +e.
a,=f@Qf(2)..f(n).

b) Sa determine limita sirului (a,) , ,

http://www.pro-matematica.ro

¢) Sa se determine punctele de inflexiune ale graficului functiei g:R — R, g(x) = f (¢*).

2. Fie functia f :[Le] >R, f(x)=+Inx.

a) Sa se calculeze JZ f (e¥)dx.

b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f 1n jurul axei Ox.

c) Sa se arate ca '[zexzdx+ E f(x)dx=e.
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Varianta 57
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Fiefunctia f :R—> R, f(x):x2 +1.
a) Sa se arate ca sirul (x,),; definit prin x; =% sl X = T(X,), Vn=1 are limita .

xf(x) ,x<0

este derivabila pe R.
arctgx, x>0

b) Sa se arate ca functia g :R - R, g(x) ={

c) Sa se determine cel mai mare numar real a care are proprietatea f(x)>a+2Inx,Vxe (0,0).
2. Fie functia f :R—> R, f(x)= e si F o primitiviasa,

a) Sa se calculeze j(l) xf (x)dx .

F(cosx)—-F(1)

b) Sa se calculeze lim 5

x—0 X
c) Sa se arate ca functia g : R — R, g(x) = F(x) + f(X) are exact un punct de extrem local.

Varianta 58
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera functiile f :R > R, f(x)= si g:R—>R, g(x)=arctgx.

1+ x°

a) Sa se calculeze lim (f(x)g(x)).

X—yo0
b) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.
c) Sasearate ca f(x)<g(x), pentruorice xe (0,).
x—m,xe[0,1]

2. Fie me R si functia f :|0,2 R, f(x)= .
R ’ [0.2] > ) {xlnx,xe(l,Z]

a) Sa se arate ca, pentru orice me R, functia f este integrabila.

“tintdt
b) Sa se calculeze lim
x-1  X-=1
x>1

c) Pentru m=1, sa se demonstreze ca, pentru orice te (0,2) exista a,be[0,2], a=b, astfel incat

jZf(x)dx:(b—a)f(t).
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Varianta 59
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera functia f:R =R, f(x)=x*+x.

a) Sa se calculeze lim &
x—oo f(X+1)

b) Sa se demonstreze ca functia f este inversabila.

-1
c) Sa se calculeze lim m

X—>00 %/;

2. Se considera functiile f :R >R, f(x):xzsinx si F oprimitivaalui f .

a) Sa se calculeze Er f (x)dx.

b) Sa se determine ce (1,3) astfel incat f&dx: 2¢2.
1sinx
) Sa se arate ca functia F nu are limita la +oo .

Yarianta 60
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera functia f :R—>R, f(x)= X+ 142 .
a) Sa se arate ca multimea valorilor functiei f este (0,c0).
b) Sa se arate ca, dacd g:R — R, g(x)=Inf (x),atunci (f (x)—x)-g'(x)=1 VxeR.
c) Sa se demonstreze ca g(X) < X, pentru orice X >0, unde g este functia definita la punctul b).

2. Fie multimea M ={f :R—>R| f este derivabila si j(l) f(x)dx=f(0)=f() }
a) Sa se arate ca functia f 1R — R, f(x) =2x> —3x% + x apartine multimii M .
b) Sa se arate ca, daca f este o functie polinomiala de grad trei care apartine lui M , atunci f (%) =f (0).

c) Sa se arate ca, pentru orice f € M, ecuatia f’(x) =0 are cel putin dous solutii in intervalul (0,1).



5p
5p
Sp

5p
Sp

5p

5p
Sp

5p

Sp
5p

5p

Varianta 61
SUBIECTUL 111 (30p)
Inx 1
1. Fie functia f:(0,00) >R, f(x)={x-1’ X
1 x=1
a) Sa se demonstreze ca functia f este continua.

b) Sa se calculeze IimM.
x—1 X-=1

) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare.
2. Se considera functia f :R >R, f(x)=In(L+sinx).
a) Sa se arate ca orice primitiva a functiei f este crescatoare pe R .

b) Sa se calculeze J::f(x)cosxdx.

resin x

c) Sa se calculeze derivata functiei g:(-11) >R, g(x)= E f (t)dt.

~

Varianta 62
SUBIECTUL 111 (30p)

http://www.pro-matematica.ro

1. Pentru fiecare numar natural nenul n se considera functia f,:(0,0) > R, f,(x)=x"+Inx.

a) Sa se arate ca functia f, este strict crescatoare pe intervalul (0,e0).

b) Sa se arate ca, pentru orice ne N*, ecuatia f,(x)=0 are exact o radacina reala, situata in intervalul

()

e

c) Sa se calculeze lim s 1 .
x=1( fr(x)-1 x-1

X3, X€ (—e0,0]

2. Fiefunctia f :R—> R, f(x)= :
1+sinx, xe (0,e)

a) Sa se arate ca functia f este integrabila pe intervalul [-27z,27].

b) S se calculeze fl f(x)dx.

. o 2
c) Sa se arate ci , pentru orice ne N, joﬂ f'"(x)dx<2" 7.
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Varianta 63
SUBIECTUL 111 (30p)

. . X, XeQ
1. Seconsidera functia f :R—> R, f(x):{ 3 :
X%, xe R\Q
a) Saarate ca |f(x) <|x|, vxe[-11].

b) Sa arate ca functia f este continua in origine.
c) Sa se arate ca functia f nu este derivabila in origine.

axe* —x , x<0
XCoSX+h, x>0
a) Sa se determine a si b stiind ca functia f este primitiva pe R a unei functii.

2. Se considerd a,be R si functia f :-R >R, f(x):{

b) Stiind ca a=0 si b=0, sa se calculeze f;f(x)dx.

c) Sa se arate ca, daca b=0, atunci lim J::x” f(X)dX =—co.

N—co

Varianta 64
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera functia f :(—e,—2)U(0,00) > R, f(x):ln[1+g).
X

a) Sa se arate ca functia f este concava pe intervalul (—eo,-2).
b) Sa calculeze limita sirului (a,) ,,ay = f(1)+ f(2)+..+ f(n)=In n(n-+1)
c) Sa se arate ca exista un punct ce (1,2) astfel incat (c—1) f’(c)+ f(c) = f(2).
2. Fie functia f:[0,1] >R, f (x)= L i
1+x

1
a) Sa se calculeze jo xf (x)dx .

y 7
b) Sa se arate ci " < .[o f(x)dx<1.

(x) 700~ (£ (x))°
(1)

dx.

g f
¢) Sa se calculeze .[o
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Varianta 65
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera functia f :R >R, f(x)=x+e".

a) Sa se arate ca functia f este bijectiva.
b) Sa se arate cd f (x)>2x+1VxeR.

c) Sa se demonstreze ca, daca f (x)>mx+1,Vxe R, atunci m=2.
2. Fie functia f :R >R, f(x)=sin®xcosx si F o primitiva a functiei f pe R .
a) Sd arate ca existd ce R astfel incat 4F (x) =sin® x+c.

b) Sa se calculeze aria subgraficului restrictiei functiei f la intervalul [OE}

f2n+1

C) Sa se arate ci JZ: (x)dx =0, pentru orice ne N..

Varianta 66
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera functia f :R—> R, f (x)=1- ‘1—x2‘ :
a) Sa se calculeze derivata functiei f pe intervalul (-1,1).
b) Sa se determine ecuatia asimptotei spre +e la graficul functiei f.
c) Sa se arate ca functia g:(0,0) > R, g(x) = X2 f (x) este marginita.
2. Fie functia f :[0,1] —[L,3], f(X)= x* +x2 +1. Se admite ca functia f are inversa g .
3
4 2t+1

f ()

1 3
b) Sa se arate ca jf (x)dx+jg(x)dx=3.
0 1

dt .

4
a) Sa se calculeze _[
0

1 o
c) Sa se demonstreze ca, daca a.e [1,3], atunci are loc inegalitatea jf (x)dx + jg (x)dx>o.
0 1
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Varianta 67
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera multimea de functii
M ={f:[-L1] > R| f este de doua ori derivabila si f (0)=0, f'(0)=1}.
a) Sa se arate ca functia u:[-1,1] - R, u(x)=e*sinx apartine multimii M.
1
b) Sa se arate cd, dacd fe M si f(x)#0, ¥Yxe[-11]\{0}, atunci Iirrg)(1+ f(x) =e.
X—>
f'(x)-x" _nf”(0)

c) Sa demonstreze ca, daca fe M si ne N*, atunci lim
x—0  xMl 2

1 X
2. Fie functiile f :|0,1| > R, f(x)=——5si g:|0,o)—=R,g(x)= | f(t)dt.
tiite  :[0,1] (x) == 51 g:[0=) > Rig (x)= [ (D)
a) Sa se arate ca g(x)=In(Ll+Xx).
b) Si se calculeze '[(1) f2(x)g(x)dx..

¢) Sa se demonstreze ca f [lj+ f (Ej+ f (§j+...f (ﬂj <nln2,vne N".
n n n n

Varianta 68
SUBIECTUL 111 (30p)

1 | 2x+1

f(x)=——+In

X+1 2x+3°

1. Se considera functia f :(0,00) —

R
a) Sa se calculeze f’(x),xe (0,e0)
b) Sa arate ca f (x)<0,Vxe (0,0)

. 1 1 1 .
¢) Sa demonstreze ca sirul (x, ) Xy =1l+=+..+——In (n + Ej este strict descrescator.

n>1’ 2 n

2. Fie functia f :R - R, f(x)= Jgetzdt.

a) Sa se arate ca functia f este impara.

b) Sasearate ca lim f(x)=oc.
X—>e0

) Sa se arate ca j(l) f(x)dx<e-2.
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Varianta 69
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Seconsidera functia f:R >R, f (x)=g3 X%

a) Sa se studieze derivabilitatea functiei f Tn origine.

b) Sa arate ca, pentru orice ke (0,e), existd ce (k,k +1) astfel incat f (k+1)— f (k):%.
c

c) Sa se demonstreze ca sirul (a,) _,, a —i+i+ +i— f (n), este strict descrescitor

S n)pstr @ = 31 §/§ % ) i

2 3
2. Fie functia f :(-Le) > R, f(x):x—%+%—ln(1+x).

a) Sa se calculeze j(l) f(x)dx.

F
b) Sa se calculeze lim (SX) , unde functia F :[0,e0) > R, F(X)= J'Xf(t)dt, Xe [0,400).
x—0 ¥ 0

. . 4
c) Sa se arate, folosind eventual functia f, ca joln(1+ X)dx < % .

Varianta 70
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se defineste functia fy:R - R, fy(x)= g2 si, pentru fiecare ne N", se defineste functia f,:R - R
prin £, () = f74(X).
a) Sasearate ca fy(x) =8e?*, Vxe R.
b) Sa determine asimptotele graficului functiei f,,.

f f ot f
c) Sa se calculeze lim 1(a)+ fo(a)+.+ fry(a)

, unde a este un numar real.
N—co fn (a)

xIn%x X#0
0 ,x=0
a) Sa se arate ca functia f este integrabila pe intervalul [0,1].

2. Fie functia f :[0,0) > R, f(x)={

b) Si se calculeze '[(1) f (x)dXx.

¢) Sa se calculeze Jf f (lj dx.
X
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Varianta 71
SUBIECTUL I11 (30p)

1. Se considera functia f :(0,0) >R, f(x)=x-In(1+x).
a) Sa se calculeze f’(x), xe (0,).
b) Sa arate ca f (x) >0, Vxe (0,00).

c) Sa se calculeze lim f (x).
X—>o0

2
2. Seconsiderd functia F:R > R, F(x)= thdt .

a) Sase verifice ca 1+(x+1)F(x) =2, ¥xe R.
b) Sa se calculeze lim F(X).
x——1

c) Sa se arate ca exista o functie continua f : (—1,.0) - R, astfel incat F(x

Varianta 72
SUBIECTUL 111 (30p)

X2 +x+1
x+1
a) Sa se determine ecuatia asimptotei spre -+ la graficul functiei f.

b) Sa se calculeze f’(x),xe R\{-1}.

c) Sa se demonstreze ca functia f este concava pe intervalul (—eo,—1).

1. Seconsidera functia f :R\{-1] >R, f(x)=

2. Pentru orice ne N* se considera functia f,:R — R, f,(x)=[sinnx| si numarul 1, = J‘

a) Sa se calculeze K fy (x)dx.

b) Sasearateca I,<In2.

c) Sasearate ca |n23[i+i+...+i)
m\n+l n+2 2n

http://www.pro-matematica.ro

)=1+ [} £ (y)dy, ¥xe (-1,0) .

2T fn(X) dx
T X '
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Varianta 73
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Fie ae R sifunctia f :{-11} ->R, f(x)=

a) Sa se calculeze lim f(x)*.
X

—>o0
b) Sa se determine valoarea numarului a stiind ca 3 este punct de extrem local al functiei f.
c) Sa se determine valoarea numarului a stiind ca graficul functiei f are exact o asimptota verticala.

2. Se considera functia fy:R — R, fy(x)=1 si, pentru orice ne N", se defineste functia f,:R—>R,
X
fa ()= [, fra®ct.
a) Sase arate ci f,2(x)=2f,(x),Vxe R.
b) Sa se calculeze lim M
x—eo fiq(X)+2

c) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei g :[0,x] —[0,n],
g(x) = fy(x)sinx 1n jurul axei Ox .

Varianta 74
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se consideri functia f:(-2,2) >R, f(x)= In?.
—X
a) Sa se determine ecuatiile asimptotelor la graficul functiei f.
b) Sa se studieze monotonia functiei f.

X—>00 X

c) Sa se calculeze lim xf (lj

2( t 2 21 26X
2. Fie functia f :R >R, f(t): L (——ex) dx si numerele A= _ﬁ —de, B=| —dx.
X X X

4_ 2
a) Sa se arate ca f(t):At2—28t+%, VieR.

b) Sasearateca f(2B-t)=f(2B+t),Vte R.

K N2
c) Sa se demonstreze ca (J‘f e—dxj < ( Ilzezxdxj[ Ifizdxj .
X X
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Varianta 75
SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considerd a.e R, >1 si functia f :(=1,<) >R, f(x)=1+x)"-ax.
a) Sa se studieze monotonia functiei f.
b) Sa se demonstreze ca (1+x)” >1+ 0, Vxe (=1,00)\ {0}, Vare (1,0).
c) Sa se demonstreze ca 2f (x+y) < f(2x)+ f(2y), VX, ye[0,0).
X

2. Fie functia f :(-L ) >R, f(x):l—.
+X

a) Sa se calculeze Ji f (x)dx.

b) Sa se calculeze J\f f2(x)[x]dx , unde [x] reprezint partea intreagd a numarului real x.

c) Sa se arate ca sirul (a,),»,datde a,=f(@Q)+ f(2)+ f(3)+...+ f(n) - E f (x)dx, este convergent.

SUBIECTUL 111 (30p) Y2rianta 76

1. Se considera functia f :(0,00) >R, f(x)=x+Inx.
a) Sa se arate ca graficul functiei f nu admite asimptota spre oo .

. Lo 1
b) Sa se arate ca ecuatia f (x)=0 are o solutie unica xy € (—,1) :
e

xe* -1
) Sa se demonstreze ca lim

= f'(xg), unde x, este numarul definit la punctul b).
X=Xy X—=Xq

1In(xn +1)

2. Se considera sirul (1), definit prin 1, = .[o dx , oricare ar fi ne N*.

x+1
a) Sa se determine |, .

b) Sa se arate ca sirul 1, este strict descrescator.
c) Sasearate ca lim I, =0 (se considera cunoscut faptul ca In(1+1)<t, Vte (=1 00).
nN—soo
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SUBIECTUL 111 (30p) Y2ranta 7l

1. Se consideri o functie f:R — R, astfel incat xf (x)=e* -1, Vxe R.
a) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei f n punctul de abscisa x =1, situat pe

graficul functiei f.
b) Sa se arate ca functia f este continua in x=0 daca si numai daca f (0)=1.

c) Sase arate ca daca functia f este continua in x =0, atunci ea este derivabilad pe R .
) . 2
2. Se considera sirul (1,) ;. 1, = j; (x=1)(2—x))" dx.
a) Sa se calculeze I, .

b) Sa se arate ca 2(2n+1)1, =nl,_, oricarear fi ne N, n>2.

c) Sa se calculeze lim I, .
N—0co

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 78

1. Se considera functia f iR >R, f(x)=9x>—3x+2.
a) Sa se arate ca graficul functiei f admite asimptota spre -+
b) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.
¢) Sa se calculeze Xlim x(2arctg f (x) — ).
500
1
3+cosx

2. Fiefunctia f :R >R, f(x)=
T
a) Sase calculeze [3 f (x)dx.
b) Sa se demonstreze ca orice primitiva a functiei f este strict crescatoare.

X
c) Sase calculeze lim izjf(t)dt.
X—eo X 0
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 79

1. Se considera functia f :R >R, f(x)=e>* +2x+1.

a) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f Tn punctul de abscisa x =0, situat pe graficul
functiei f.
b) Sa se arate ca functia f este inversabila.

c) Sase calculeze lim (f(-1)+ f(-2)+ f(-3)+...+ f(—n)+n2).

2. Se considera sirul (a,),so definit prin ag =1 si a4 = IZ“ sinmx dx .

a) Sa se calculeze & .
b) Sa se arate ca sirul (a,),>o este convergent.

c) Sa se calculeze lim a, .
N—0co

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 80

1. Se considera functia f :R >R, f(x)=+ x> +1.
a) Sa se studieze monotonia functiei f.

b) Sa se arate ¢ (x? +1) f”(x) + xf(x) =+/x? +1, pentru orice xe R.
c) Sa se arate ca graficul functiei f admite asimptota spre —eo.

dx.

2. Se considera sirul (1,)_,, 1y = [
- Se considera sirul (1,) ., ”_onn+1
a) Sa se calculeze ;.

1 x
b) Sa se arate ca |, =In2—joln(1+x”)dx, VneN".

c) Sa se calculeze lim I, .
N—0c0
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Varianta 81
_1
Se considera functia f :R™ > R, f(x) = (x—1)e *.
a) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x =1, situat pe graficul
functiei f.
b) Sa se arate ca functia admite doua puncte de extrem.
C) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul functiei f spre +e.

Se considera functia f :[0;e0) > R, f(x)= I;(t3 t? +1dt.

a) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare.
b) Sa se calculeze f ().

) Sa se calculeze lim 16 .

X—>00 )(5

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 82
1. Se considera sirul (a,)nso. definit prin a, =~/3, ap,; =+/2+a,, Vne N.
a) Sa se arate ca (a,) o este strict crescator.

b) Sa se arate ca sirul (a,),»g este convergent.
. a,,—a
c) Sa se calculeze lim 2 Zn+l
N—ee Apy — 8y

2. Fie functia f :[o,’;je(o,w), F(x) = j:wdt.

cos?t
< T
a) Sa se calculeze f (4) .

b) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare.
. f(x
c) Sa se calculze lim ¥ .
x—=0 ¥
x>0
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SUBIECTUL 111 (30p)

1. Se considera functia f :R\{I} > R, f(x)=x

Varianta 83

x+1‘
x—11"

http://www.pro-matematica.ro

a) Sa se arate ca dreapta de ecuatie x =1 este asimptota verticala la graficul functiei f.

b) Sa se arate ca graficul functiei f admite asimptota spre +oo .
c) Sa se studieze derivabilitatea functiei f.

2. Se considera functiile f, {oﬂ SR, f(X)=

T

a) Sa se calculeze P
0

f1(x)

dx.

1

cos” x +sin" x

neN .

*

b) Sa se arate cd, daca F este o primitiva a functiei f,, atunci F”(x)=( f4(x))2 sin4x, Vxe [Oﬂ .

T T
C) Sa se arate ci Psin?’xfl(x)dx: PCOSsxfl(X)dX=nT_1.
0 0

SUBIECTUL I11 (30p)

1. Se considera functia f :R" — R, f (x) =——.
X

Varianta 84

a) Sa se studieze monotonia functiei f .
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f .

c) Sa se calculeze lim n®(f (n)- f(n+1)).
N—>c0

X

X
2. Se considera functia f:R > R, f(X) = _[e‘t (t2 —3t+2)dt.

a)Sasearateca f(1)>0.
b) Sa se arate ca functia f admite doua puncte de extrem.

c) Sa se calculeze lim
x—0

f(X)+ f(=x)

X

2

0
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SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 85

1
1. Se considera functia f :R" >R, f(x)=eX.

a) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f .

b) Sa se determine punctele de inflexiune ale graficului functiei f.

c) Sase calculeze lim x*( f (x+1)— f (x)).

X—>o0
T *
2. Fiesirul (1,) ., definitprin 1, = [4tg>"tdt, ne N
= 0
a) Sa se calculeze 1;.
1 . #
b) Sasearateca I, +1,=———, pentru orice ne N".
) n+l n on+1 p

c) Sa se arate ca sirul (1) , este convergent la 0.

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 86

3 —
1. Se considera functia f :R—{-1} 5> R, f(x) = XS L
X" +1

a) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f n punctul de abscisa x =0, situat pe graficul
functiei f.
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f .
2

) Sa se calculeze lim (%f(Z)f(3)...f(n)jn .

T
2. Se considera sirul (1), ,,, 1, = [2sin” xdx.
0

a) Sa se calculeze 1,.
b) Sasearateca nl,=(n-1)l,,, Vn=>3.

T
c) Sa se calculeze lim Fsinn xdx
N—es ¥
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1. Se considera functia f :R > R, f(x) = In(x+\/1+ xz) .
a) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare.
b) S se studieze convergenta sirului (x,) , definitprin x; =1 si x,,; = f(x;), Vne N".
c) Sa se demonstreze ca f (x+1)—f(x)<1, VxeR.
In(3-x
2. Se considera functiile f,g:(0,3) >R, f(x)::;n_x i g(x):g, Vxe (0,3).
- X X
a) Sa se calculeze f(B— x) f (x)dx.
b) Sa se arate ca f f(x)dx= fg(x)dx.

1
c) Sa se arate ca lim dX = +oo .
) Sa atl\olg(x)x +

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 88

1. Se considera functia f :R —> R, f(x)=arctgx.

a) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f n punctul de abscisa x =1, situat pe graficul

functiei f.
x—f(x)
T

b) Sa se calculeze lim
x—0 X

c) Sa se arate ca functia g :R - R, g(x)=(x-21) f(x) admite exact un punct de extrem.

1
= _[x” sin xdx.
0

2. Se considera sirul (1) ;. 1,

a) Sa se calculeze 1;.
b) Sa se arate ca sirul (1,) _, este convergent.

c) Sa se demonstreze ci |,, +2n(2n—1)l,,_, = 2nsinl—cosl, Vn>2.
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1. Pentru fiecare a>0 se considera functia f, :(0;e0) >R, f,(x)=(x+a)In (1+£J :
X

a) Sa se calculeze f (x), x>0.
b) Sa se determine a astfel incat functia f, sa fie convexa.
c) Sa se arate ca graficul functiei f, admite asimptota spre +eo.

U
o 3 n
2. Se considera sirul (1) ., Iy = |02 Cos X dx.

a) Sa se calculeze 1,.
b) Sasearateca nl,=(n-1)1,_,, Yn>3.

¢) Sa se demonstreze ca sirul (1,) ., este convergent.

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 90

1. Se considera functiile f,:(0;0) >R, fy(x)=x"+Inx,ne N".
a) Sa se determine asimptotele graficului functiei f;.

b) Sa se demonstreze ca functiile g, :(0,0c) > R, g,(x) = f,(X) + f, (1) sunt convexe.
X

¢) Admitem ca ecuatia f,(x)=2" are solutia unica x,. Sa se arate ca sirul (x,),s; converge la 2.
) . t" *
2.Fieae[01]sil,=| —dt, ne N .
01 5 1= [}
a) Sa se calculeze 1.

n
< < a
b) Sa se demonstrezeca I, + 1,1 =—, Vn=>2.
n

c) Sasearateca liml,=0.

N—oo



Sp
5p

5p

5p
5p

5p

5p

5p
5p

5p

5p

5p

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 91

2x°

X% +1

1. Se considera functia f :R >R, f(x)=

a) Sa se arate ca graficul functiei f admite asimptota spre -+ .

b) Sa se arate ca functia f este inversabila.
1

¢) Sa se calculeze lim (f(e))" .
X—>o0

2. Fie functiile F,f :R > R, f(x):es"‘z", F(x)= I: f (t)dt.

a) Sa se demonstreze ca functia F este strict crescatoare.

T
b) Sa se calculeze [2 cos2xF (x)dx.

. F(x
c) Sa se calculeze lim F .
x—=0 X

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 92

1. Se considera functia f :(Le) > R, f (x)=In(Inx).

http://www.pro-matematica.ro

a) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei f Tn punctul de abscisa x =e, situat pe

graficul functiei f.
b) Sa se demonstreze ca functia f este concava.

c) Sa se calculeze lim M :
o (%)
COS X

2. Se considera functia f :\R >R, f(X)= 5

1+sin“ X
T

a) Sa se calculeze P f(x)dx.
0

b) Sa se arate ca orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe intervalul [0;%} .

c) Sa se calculeze f: xf (x)dx .
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1. Pentru fiecare te R , se considera functia f, :R - R, f,(x) = x> +t?x.
a) Sa se calculeze f/(x), xe R.
b) Sa se arate ca fiecare functie f; este inversabila.

c) Sa se arate ca functia g:R — R, g(t)= f, (1) este continua in punctul 0.

2. Fie functia f:R >R, f(x)= J'Ox(t2+1)JMdt.

a) Sa se calculeze f(1).
b) Sa se arate ca f este functie impara.

) Sa se calculeze lim Tox+D- 109 .

X—>00 XZ\/;

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 94

1. Se considera functiile f, :[0;00) 5 R, f,(x)=x""—(n+2)x+n,ne N .
a) Sa se arate ca graficele functiilor f, nu admit asimptota spre +oo .

b) Sa se arate ca, pentru oricare ne N*, f, are exact un punct de extrem x,,.

2
c) Sa se calculeze lim x;| , unde x, este definit la punctul b).

N—0co
( ) 1 X2n
2. Se considera sirul (1,) .., I, = L dx.
n=1 1+x?
a) Sa se calculeze ;.
b) Sasearateca I, .4+ 1, = ,Vn>1.

2n+1

c) Sase calculeze lim I,.
N—oo
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1. Fiefunctiile T:R =R, T (x)=arctgx s g:R—ﬂR,g(x):f(x+1)—f(x)—f( 1

+ X+ X
a) Sa se arate ca graficul functiei f admite asimptota spre +eo.

b) Sa se arate ca g(x)=0,Vxe R.

)

c) Sa se calculeze lim (arctg 5 +arctg;2+arctg 5 +...+arctg 2).
N—se 1+1+1 1+2+42 1+3+3 1+n+n
) . 1
2. Se considera sirul (1,) ., 1, = Le‘xx” dx .
a) Sa se calculeze 1;.
b) Sasearateca I, =nl,_; 1 , pentru orice n>2.
e
c) Sa se calculeze lim I,
nN—oo
SUBIECTUL 111 (30p) Y2rianta 96
1. Fie multimea A=R\{1,2,3,...,2009} si functia f :A—> R, f(x) = ! + ! + ! +..+ L .
x-1 x-2 x-3 x—2009

a) Sa se determine asimptotele graficului functiei f .
b) Stiind ca ae R", sa se determine numarul solutiilor reale ale ecuatiei f(x)=a.
c) Sa se determine numarul punctelor de inflexiune ale graficului functiei f .
2
2. Fie functia f :R > R, f(x) = Ige‘t dt.

a) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare.
b) Sa se arate ca functia f este concava pe intervalul [0,<0).
C) Sa se arate ca sirul (f(n)),>; este convergent.
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1. Se considera functia f :R — R, f(x) =arctgx.

a) Sa se arate ca functia f este concava pe intervalul [0,e0) .

b) Sa se calculeze lim x?(f (x+1) - f(x)).

X—>o0
3
c) Sa se rezolve inecuatia f(x) < x—? , Xe R.
. . 1

2. Fiefunctia f :R > R, f(X) =
@+x9)

1
a) Sa se calculeze jox(1+ x2) f (x)dx .
b) Sa se arate ca functia F:R - R, F(x)= th“ f (t)dt este strict crescatoare.

. . 1
c) Sa se arate ca, pentru orice ae R, are loc relatia f f(X)dx < 7

SUBIECTUL 111 (30p) Varianta 98

1. Pentru fiecare ne N, n>2 se defineste functia f,:[0,0) > R, f,(x)=x" —nx-1.
a) Sa se arate ca, pentru orice ne N,n>2, functia f, este convexa.
b) Sa se arate ca, pentru orice ne N,n>2, ecuatia f,(x)=0 are solutie unica.

c) Sa se calculeze lim x,, unde x, este unica solutie a ecuatiei f,(x)=0.
N—c0

eX

1+e*

2. Fie functiile f,g:R >R, f(x)= g(x)= L); f (t)costdt.

a) Sa se calculeze Ji f (x)dx.

b) Sa se studieze monotonia functiei g pe intervalul [0, 7].

c) Sa se calculeze g (gj .
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1. Se considera functia f R — R, f(x) =33 +3x2 +2x+1 - Ix® —x+1.
a) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f Tn punctul de abscisa x =0, situat pe graficul
functiei f.
b) Sa se arate ca graficul functiei admite asimptota spre +oo .
f@)+f(2)+...+ f(n))n

n

c) Sa se calculeze lim
N—>co

X
2. Se considera functiile f,:(0,0) >R, f,(x)= J.; t"Intdt, ne N*.
e

a) Sa se calculeze f;(e).
b) Sa se arate ca functiile f,, sunt descrescatoare pe intervalul (0,1).
c) Sa se calculeze lim f,(1).

n—eo

Yarianta 100

SUBIECTUL Il (30p)

1. Se considera functia f :R = R, f(x)=e* + x3—x% +x.
a) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare.
b) Sa se arate ca functia f este inversabila.

I
c) Sa se calculeze lim J
x—e INX
2. Se considera sirul (1,) _., | ﬁ < dx
. as sy In= p—————ax.
- X°+3x+2

a) Sa se calculeze ;.
1 .
b) Sa se arate ca 1,,, +3l,,4 +2I, =—1,VneN .
n+

c) Sa se calculeze lim nl,, .
N—oo





